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Métodos de Integracion

2.5 Integracion por sustitucién trigonométrica

A continuacién veremos una técnica de integracion, la cual se basa en utilizar funciones trigonométricas
para aplicar cambios de variable que tendran como objetivo eliminar radicales de las formas va? — x2,
Va? + x? & +/x2 — a2, donde a es una constante positiva.

Consideremos aqui la notacién siguiente: si f es una funcién con variable independiente x y ademaés
contiene al menos un radical como los siguientes:

e +a? — x2, entonces f serd denotada por f(x,va? — x2).
e Va?+ x2?, entonces f serd denotada por f(x, va? + x?).
e +/x2 —a?, entonces f serd denotada por f(x, vx2 —a?).

2,51 Integrales / f(x,va?—x?)dx

Nuestro primer objetivo es eliminar el radical va? — x2. Si usamos el cambio de variable
X =asenb,

obtenemos con esto:

Va2 — x2 = Va2 — a%sen20 = \/a2(1 — sen20) = Va2cos20 = a cos 0.

El cambio de variable x = a sen § permite eliminar el radical va? — x2 convirtiéndolo en va? — x? = a cos .

Ademas, si x = a sen 6, entonces dx = a cos 6 d6.
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2 Calculo integral

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable obtenemos:

/f Va2 — x? dx—/f(asen@ a cos B)a cos 6 d.

que es una integral donde el integrando esta formado con las funciones trigonométricas sen 6 & cos 6.

Al calcular esta ultima integral tendremos como resultado una funcién G(8) en términos de funciones
trigonométricas. Es decir,

/f Va2 —x? dx—/f(asen@ acosf)acosfdfd = G(0) + C.

Debido a que en la integral original el integrando es una funcién de x, el resultado debe ser expresado
mediante una funcién H(x); esto es,

/f Va2 — x? dx—/f(asen9 acosB)acosfdf = G(O)+ C = H(x) + C.

Ahora bien, ;como pasar de G(0) a H(x)?
Como en G(0) se tienen funciones trigonométricas, para pasar de G(0) a H(x) debemos considerar:

2 _ 2
x a?—x

x=asenf = senf =—- & Va?2—x2=acosf = cosh = ——;
a a

ademas,
X X
senf = — = 6 = arcsen (—) .
a a

Se puede utilizar un tridngulo rectdngulo auxiliar, generado de la forma siguiente:

x  cateto opuestoa 6
senf = — = P .
a

hipotenusa

Se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el cateto adyacente a 6:

? =+a?—x2

e Observacion.

Es importante notar que para calcular integrales de la forma / f (x, va? — xz) dx, también puede

ser aplicado el cambio de variable:
X =acos#.

En este caso:

Va2 — x2 = Va2 — a2cos20 = \/a?(1 — cos20) = va?sen26 = asen f.
Ademas dx = —a sen 6 df. El procedimiento es andlogo al que se expuso para x = a sen 0.
Aqui el tridangulo rectdngulo auxiliar, se genera de la forma siguiente:

X  cateto adyacente a
cosf = — =
a

hipotenusa
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Se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el cateto adyacente a ¢:

? =+Va?—x2

2

X
Ejemplo 2.5.1 Calcular la inte, ml/idx.
e S AV

Y Debido a que V4 — x2 = +/22 — x2, se propone x = 2sen 6.

Six = 2senf, entonces dx = 2 cos 6 df y ademas

V4 —x2 = V22 - 22sen20 = /22(1 — sen20) = v22cos26 = 2 cos .
Por lo tanto,
2 22 29 1
/\/ji_—ﬂdx :/%(ZCOSG)dG = 22/sen29d9 = 4/5(1—c0529)d9 =
1 1
=2 [9—5361129] +C =2 [G—E(ZSene-cose)] + C =2[0 —sen6 -cos 0] + C.

Ahora bien, para expresar este resultado como funcién de x debemos considerar que:

x =2senf = senf = g & 6 = arcsen (%) ; ademas,

42
V4 —x2 =2cosf = cosf = %

Esto es,

X)sz L=

2 (
arcsen — — | =
2 2

2
/7dx=2[9—sen9-0059]+C=2 3

V4 — x?

= 2 arcsen (g) — §v4—x2+ C.

Ejemplo 2.5.2 Calcular la integral /x3v 1 —x2dx.

¥ Tomando en cuenta la observacién hecha en la teoria expuesta, podemos optar por el cambio de variable
X =acosf = cos 0.

Entonces

dx = —senfdf yademads V1= x2 = V1 —cos20 = V/sen26 = sen 6.



Calculo integral

Luego,
/x3v 1—x2dx = /(0033 0)(sen B)(—sen 0)do = —/00539361129 do = —/sen2900339

= —/senze [00329] cosfdf = —/senze [1 —sen29] cos 0 df= —/y2

‘Dondey:sen@& dy:cos@d@.‘

=/y2(y2—1)dy=/(y4—y2)dy=%ys—%y3+C=
(m)s_g(m)%c:

—(sen@) ——(sen@) +C = 3

Ya que v/1 —x2 = sen6.

do =

(1-)%) dy =

3
- (mf [(1—5x2)_§] +C= @ Bl-x¥)-5]+C=
- % (m)3(—2—3x2) +C= —11—5 (\/(1—7%)3) (3x2+2) + C.

2.5.2 Integrales / f (x, va?+ xz) dx

Para lograr el objetivo de eliminar al radical v/a? + x2, convenimos en utilizar el cambio de variable

X =atan®.

Entonces:

Va2 +x2 = Va2 +a?tan? 9 = a?(1 +tan?0) = va2sec2 0 = asec.
El cambio de variable x = a tan 6 permite eliminar al radical va? + x? convirtiéndolo en:

Va2 —x%2 =asech.

Ademas,
x =atanf = dx = asec? 6 dé.

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable, obtenemos:

/f az+x2 dx—/f(atem@ asec 0)a sec? 0 d6,

que es una integral en que el integrando esta formado con las funciones trigonométricas tan 6 y sec 6.

Alresolver estaintegral tendremos como resultado una funcién G(0) en términos de funciones trigonométricas.

Es decir,
/f Va2 +x2 dx—/f(ataHG asecB)asec’§df = G@#) +C

Para expresar este resultado en términos de la variable original x, debemos considerar que:

x x
x =atanf = tanf = — & 6 = arctan (—) ; ademas,
a a

Ja? + x2
Va2 +x2=asech = sec) = ———.

a
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Se puede utilizar un tridngulo rectdngulo auxiliar generado de la forma siguiente:

x cateto opuesto a 6
tanf = — = .
a  cateto adyacente a ¢

Donde se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar la hipotenusa:
?=+Va?+ x2

e Observacion. Para calcular integrales de la forma / f (x, Va? + xz) dx, también puede ser aplicado

el cambio de variable x = a cot 6. En este caso:

Va2 +x2 = Va2 +a?cot20 = (/a2 (1+cot29) = +va2csc29 =acsch.

Ademas dx = —a csc? 6 df. El procedimiento es anélogo al expuesto para x = a tan .

En este caso el tridngulo rectdngulo auxiliar se genera de la forma siguiente:

x  cateto adyacente a
cot = — = .
a cateto opuesto a 6

Donde se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar la hipotenusa:

? =+va? + x2.

Ejemplo 2.5.3 Calcular la integral /x3\/ x2 4+ 9dx.

Y Debido a que v/x2 + 9 = +/x2 + 32, se propone x = 3tan6.

Si x = 3tan6, entonces dx = 3sec? 6 df y ademéas

\/x2+9= \/32tan29+32 =4/32 (tan29+ 1) = V32sec2 6 = 3sech.



6 Calculo integral

Por lo tanto,

/x3\/x2+9dx=/33tan39-3sec9-336029d9 :35/tan3936039d9=

:35/tanZQ-seCZG-seCG-tanedG:35/(sec29—1) (secZG)seCG-tane-dez

‘Haciendo y =sech & dy =secf -tanf - df. ‘

=35/(yz—l)yzdy=35/(y4—y2)dy=

1.1 1, 1
:35_5__3 C:353_2__ C =
[sy 3y]+ R

3y2 -5 35
=3%3 C==—
Y [ ]+ 15

4
y3 (3y2—5)+C=%y3 (3y2—5)+C=

Yaquey = sec@.‘

4
= %(sec 0)* [3(sec 0)> —5] + C =

Ya que vx2 + 9 = 3sec.

34 x24+9 ’ x24+9 2

3
3¢ (Va2 +9) 3 24915
3 o 5 /x>—-6 1
=5 (x2+9)3(x3 >+C:§(x2—6)\/(x2+9)3+c.

dx
Ejemplo 2.5.4 Calcular la inte ml/i.
Jemp ) St a2

Y Proponemos x = a tan 6, entonces dx = asec? § df y ademds:

Vx2 + a2 = Va2tan? 0 + a2 = /a2 (tan? 6 + 1) = Va2 sec? 6 = asecb.

Por lo tanto,

dx asec?do Vx2+a?2  x
/mz/ Py~ :/sec@d@:1n|sec€+tan9|+C1:111 ?-’_Z +C =
Vow )
=In w +C1=1n’ x2+a2+x’—1n|a|+C1=1n’x+\/x2+a2’+C.
dx
En articular:/i=1n’x+\/x2+1’+C.
P VxZ2+1
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2.5.3 Integrales / f (x, vV x?— az) dx

Como en los casos anteriores, nuestro primer objetivo es eliminar el radical +/x? — a? para lo cual conveni-
mos en utilizar el cambio de variable x = a sec 6. Entonces:

x=asech = Vx2—a?=a2sec?20 —a? =/a?(sec20 — 1) = Va?tan? 0 = atan.

Es decir, el cambio de variable x = a sec 6 permite eliminar el radical v/ x2 — a? convirtiéndolo en:

Vx%2—a?=aqatan.

Ademas,
x =asecld = dx = asecHtanddo.

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable:

/f Vx2— a2 dx—/f(asec@ atan 0)a sec 6 - tan 6 d6,

que es una integral en la que el integrando esta conformado con las funciones trigonométricas sec 6 y tan 6.
Como en los casos anteriores, al resolver esta integral obtenemos como resultado una funcién G(6) en
términos de funciones trigonométricas. Es decir,

/f N ) dx—/f(asec@ atanf)asec -tanf-df = G(9) + C.

Para expresar este resultado en términos de la variable original x, debemos considerar que:

x x
x =asecl = secl = — & O = arcsec (—) ;. ademas
a a

2 2
Xc—da
vxz—azzatane = tanf = ——.
a

Se puede utilizar un tridngulo rectangulo auxiliar generado de la manera siguiente:

hipotenusa

sech =~ = .
a  cateto adyacente a ¢

Donde se aplica el teorema de Pitagéras para determinar
?=vx2—a?

e Observacion

Para calcular integrales de la forma / f (x, Vx2— az) dx, también puede ser aplicado el cambio de

variable
x =uacsch.



8 Calculo integral

En este caso:

Vx2 —a? = Va2 csc2 0 —a? = /a2 (csc2 6 — 1) = Va2 cot? = a cot 6.

Ademas
dx = —cscO -cotf-do.

El procedimiento es analogo al expuesto para x = a sec 6.
En este caso el tridngulo rectdngulo auxiliar se genera de la manera siguiente:

hipotenusa

x
csch =— = .
a  catetoopuestoa 0

Donde se aplica el teorema de Pitagéras para determinar

?=vVx2—a2.

3
X
Ejemplo 2.5.5 Calcular la inte, ml/idx
jemp 8 4

Y Debido a que vx2 — 4 = +/x2 — 22, se propone
x =2sec = dx =2sec6-tanf -db

y ademas

Va2 —4=+22sec20 —22 = \/22 (sec2 H — 1) = /22 tan2 6 = 2 tan 6.

Por lo tanto,

23
/ 2 x—/ 2::;9 (2sec - tane)de_23/Sec49d9:23/SeC29-sec29.d9:
=8/(1+tan 9)36029d9=8/(1+y2)dy:

‘Dondey =tanf & dy = sec29d9.‘

1
:8[y+§y3] +C=8tan9+§tan39+C.

24
Pero: v/x2 —4 =2tanf = tanf = XT
Entonces:
x3 8 5 4] s[vaz—4]
———dx =8tanf + -tan’ 0 +C =8 | ———— - C =
/ _x2_4x an +3an + 2 +3 3 +

1 3
=4 —d+ 5/ -+ C
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dx
Ejemplo 2.5.6 Calcular la inte ml/i.
emp ) e

Y Sise propone:
x =asecl = dx =asec-tan6 -db

y ademas

Vx2 —a? = Va2sec? 0 —a? = /a2 (sec2 6 — 1) = Va2 tan? 0 = a tan 6.

Entonces:
asect -tan6 -do

dx
/«/xz—az_/ atanf

:/sec@d@ =In|secH + tan6 | + C;.

Sin embargo:

X x2 —q?
X =asecl = sech == & Vx2—-a?2=atand = tanf = ——.
a a
Por lo tanto:
dx x x2 —q? X+ +/x2—a?
/7=1n|sec9+tan9|+clzln G Sl S NS Y . .l o A
Vx%2—a? a a a

=1n’x+~/x2—a2’—1n|a|+C1 =1n’x+~/x2—a2’+C.
En particular:
dx
7=1n’x+~/x2—1’+c.
/«/xz—l

e Observacion

Los cambios de variable aplicados para eliminar a los radicales va? — x2, Va2 + x2 & Vx2 —a?,
pueden ser utilizados también para calcular integrales en cuyos integrandos no se tengan explicitamente
dichos radicales, sino solamente los binomios de los radicandos.

. ) dx
Ejemplo 2.5.7 Calcular la mtegml/m.

A\
x =asenf = dx = acosfdo.

/ dx _/ acosfdo _/ acos0do _ a/cos@ 40 —
a2 —x2 ) a?—a%sen2 ) a2(1—sen20) a2 ) cos?20

1 1 1 1
—/ d@:—/sec@d@:—1n|sec9+tan9|+C.
a.) cos@ a a

Luego

Xx  catetoopuestoa 6
x=asenf = senf = — = P
a

hipotenusa
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Usando el teorema de Pitagoras, ? = va? — x2. Ademads:

a X
sec) = —— & tanl = ————.
22 — 2 a2 — 2

Por lo tanto,

dx 1 1 a X a+x
/m—;1n|sece+tan9|+C—gln \/az-x2+\/a2_‘x2 +C__hl az_xz C:
1
_ 1 _ la+x) «/a+x 11 a+x\2 L=
N Ja—xi/a+ x Ja—x n a—x n
1
1 2 1/1
=—In atx +C=—(—>1n atx +C.
a a—x a \2 a—x
Esto es:
dx 1 a+x
—_ = —1 C.
/az—x2 2a n a—x +
Ejemplo 2.5.8 Calcular la integral / —_—
(x2+a2)
\{
x =atanf = dx = asec? 6 dé.
Luego,
/ dx _/ asec?do _/ asec?do _/ asec? 6 40 —
(x2 + a2)? (a2 tan? 0 +az)2 [a? (tan? 6 + 1)]2 a* (sec? 0)*
1 1 1 5 1 (1
1 0 1 0 1 1
:2a3 +Zsen2 +C:ﬁ 9+§(Zsen9-0039) +C =
= F[G+sen9-cos€]+€.
Ahora:
x cateto opuesto a 6
X =atanf = tanf = — = .
a  catetoadyacente a 0
?
X
0
a
X a
Por el teorema de Pitagoras, ? = vx2 + a2. Ademés, sen = —— & cosl) = ———.
) & /2t a? JZta
también:

X
tanf = — = 0 = arctan (i)
a a
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Por lo tanto:

dx 1 1 X X a
o [#+senf-cosf] + C = — |arctan (~ C=
/ Zra) 2d [0 + sen 6 - cos 0] + Ve [arc an (a) + N +

L Tarean (£) + 52 ] 4
—— |arctan ( = _ .
2a3 a x2 + a2

O
r m,z
Ejemplo 2.5.9 Demostrar que/ Vr2 —x?2dx = —
0
Y Yaque
x=rsenf = dx =rcosfdf & vr2—x2 =rcosb.
Ademas,
x=0=rsenf=0=sen=0=>0=0&x=r =>=rsenfd=r = senf =1 = ng.
Por lo tanto:
r 3 3 71
/vrz—xzdxz/ (rcos@)rcos@d@:rz/ 00529d9=r2/ 5(1+c0529)d9=
0 0 0 0
2 1 2 2 1 1
2
= % [9+§sen29]0 = % K%+§senn> - (O+ EsenO)] =
zﬁ[ho_o}:ﬁ(z):ﬂ_ﬁ
2 L2 2 \2 4
Esto es:
r m,z
/«/rz—xzdxz—.
0 4
O

Ejercicios 2.5.1 Sustitucién trigonométrica. Soluciones en la pigina[I2]
Aplicar la técnica de sustitucion trigonométrica para calcular las siguientes integrales indefinidas y derivar para
verificar cada resultado.

1. /x3v1—x2dx; 7./7\,xz4+4dx; 13./v4—x2dx;
X

N

./x3\/x2+1dx; 14./Vx2—4dx;

2
5. [ v
V4 — x?

\/ 2 dy -
3. /X3'/x2—1dx; 9./ dx ) 15./ 4+ x2dx;
x4/x2—4 1
X
’ m./———___-
X . [2 _ 2 3
4./ 9_x2d)€, 10_/6174)6dx; x2(1_x2)2
X
5. [ VaZ ¥ 32 ”1/—4k—7?
. T X ; 11. /de; x(x2—4)2
2
6 /de' 12 /xZ«/aZ—dex' 18'/x73dx'
B RV I R ' ’ 9+ x2)2
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Ejercicios 2.5.1 Sustitucion trigonométrica. Preguntas: pagina[L]]

1 3
L=z (32 +2)/(1-x2)" + C.

2. %(3#-2) (x2+1)° +C.
3242/ - e

4. —1( 2 +18)Vo—x2+C.

3
1
5. g(x2+18)«/x2—9+c,
1
6. §(x2—18)«/9+x2+c,
7 (x2+4)3 c
e O
8. 2arcsen (%) - %«/4_)52_{_6‘
2
2
9 i 2—4+C

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

-1 3
3023 (az - xZ) +C.

1 /.2 2 _

= [—;—Zva2+x2+ln <%> +C.
4 1

% arcsen (f) — gx (a2 — 2x2) Va2 —-x2+C.
a
2arcsen (%) + §v4—x2 + C.

%m-Zln(x-i—«/H)-i—C.
%«/4—1-—)62—{—21n(«/4+—xz+x) +C.
2_
%-FC.
—é [\/xzz__él—{—arcsec (%)] + C.
X
ln(«/9+—xz+x)—97W+C
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